






Cap. 15. Segunda ley de la termodinámica 

 
15.2.1 Forma de Kelvin – Planck de la segunda ley de la termodinámica. 
 
En la práctica, se encuentra que todas las máquinas térmicas sólo convierten 
una pequeña fracción del calor absorbido en trabajo mecánico. Por ejemplo un 
buen motor de un automóvil tiene una eficiencia aproximada de 20% y los 
motores diesel tienen una eficiencia en el rango de 35% a 40%. En base a este 
hecho, el enunciado de Kelvin – Planck de la segunda ley de la termodinámica 
es el siguiente: 
 
“es imposible construir una máquina térmica que, operando en un ciclo, no 
tenga otro efecto que absorber la energía térmica de una fuente y realizar la 
misma cantidad de trabajo”. 
 

 

   
Figura 15.1 Representa-
ción esquemática de una 

máquina térmica. 

Figura 15.2 Representación es-
quemática de una máquina térmi-

ca imposible de construir. 

Figura 15.3 Representa-
ción esquemática de un 

refrigerador. 
 

 
Esto es equivalente a afirmar que “es imposible construir una máquina de mo-

vimiento perpetuo (móvil perpetuo) de segunda clase”, es decir, una máquina 
que pudiera violar la segunda ley de la termodinámica. (Una máquina de mo-
vimiento perpetuo de primera clase es aquella que puede violar la primera ley 
de la termodinámica (conservación de la energía), también es imposible cons-
truir una máquina de este tipo). La figura 15.2 es un diagrama esquemático de 
una máquina térmica perfecta imposible de construir. 
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Un refrigerador es una máquina térmica que opera en sentido inverso, como se 
muestra de manera esquemática en la figura 15.3. La máquina absorbe calor 
QF de la fuente fría y entrega calor QC a la fuente cálida. Esto sólo puede ser 
posible si se hace trabajo sobre el refrigerador. De la primera ley, se ve que el 
calor cedido a la fuente caliente debe ser igual a la suma del trabajo realizado 
y el calor absorbido de la fuente fría. Por lo tanto, se ve que el refrigerador 
transfiere calor del cuerpo más frío a un cuerpo más cálido (la cocina). 

 
 
15.2.2 Enunciado de Clausius de la segunda ley de la termodinámica. 
 
Resulta deseable construir un refrigerador que pueda realizar su proceso con el 
mínimo de trabajo. Si se pudiera construir uno donde el proceso de refrigera-
ción se realice sin ningún trabajo, se tendría un refrigerador perfecto. Esto es 
imposible, porque se violaría la segunda ley de la termodinámica, que es el 
enunciado de Clausius de la segunda ley (Rudolf Clausius, alemán, 1822-
1888): 
 
“es imposible construir una máquina cíclica, que no tenga otro efecto que 
transferir calor continuamente de un cuerpo hacia otro, que se encuentre a 
una temperatura más elevada”. 
 
En términos sencillos, el calor no puede fluir espontáneamente de un objeto 

frío a otro cálido. Este enunciado de la segunda ley establece la dirección del 
flujo de calor entre dos objetos a diferentes temperaturas. El calor sólo fluirá 
del cuerpo más frío al más cálido si se hace trabajo sobre el sistema. 
  
Aparentemente los enunciados de Kelvin – Planck y de Clausius de la segunda 
ley no están relacionados, pero son equivalentes en todos sus aspectos. Se 
puede demostrar (pero aquí no lo hacemos) que si un enunciado es falso, el 
otro también lo es. 
 
 
Ejemplo 15.1 a) Calcular la eficiencia de una máquina que usa 2000 J de calor 
durante la fase de combustión y pierde 1500 J por escape y por fricción. b) Si 
otra máquina tiene una eficiencia de 20% y pierde 3000 J de calor por fric-
ción, calcular el trabajo que realiza. 
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Solución: a) la eficiencia de una máquina esta dada por la ecuación 15.2. 
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b) usando la ecuación 15.2 en la forma 
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15.3 PROCESOS REVERSIBLES E IRREVERSIBLES. 
 
Los procesos reales se producen en una dirección preferente. Es así como el 
calor fluye en forma espontánea de un cuerpo más cálido a otro más frío, pero 
el proceso inverso sólo se puede lograr con alguna influencia externa. Cuando 
un bloque desliza sobre una superficie, finalmente se detendrá. La energía me-
cánica del bloque se transforma en energía interna del bloque y de la superfi-
cie. Estos procesos unidireccionales se llaman procesos irreversibles. En ge-
neral, un proceso es irreversible si el sistema y sus alrededores no pueden re-
gresar a su estado inicial. 
 
Por el contrario, un proceso es reversible si su dirección puede invertirse en 
cualquier punto mediante un cambio infinitesimal en las condiciones externas. 
Una transformación reversible se realiza mediante una sucesión de estados de 
equilibrio del sistema con su entorno y es posible devolver al sistema y su en-
torno al estado inicial por el mismo camino. Reversibilidad y equilibrio son, 
por tanto, equivalentes. Si un proceso real se produce en forma cuasiestática, 
es decir lo suficientemente lento como para que cada estado se desvié en for-
ma infinitesimal del equilibrio, se puede considerar reversible. En los procesos 
reversibles, el sistema nunca se desplaza más que diferencialmente de su equi-
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librio interno o de su equilibrio con su entorno. Si una transformación no 
cumple estas condiciones es irreversible. 
 
En la realidad, las transformaciones reversibles no existen, ya que no es posi-
ble eliminar por completo efectos disipativos, como la fricción, que produzcan 
calor o efectos que tiendan a perturbar el equilibrio, como la conducción de 
calor por diferencias de temperatura. Por lo tanto no debe sorprender que los 
procesos en la naturaleza sean irreversibles. El concepto de proceso reversible 
es de especial importancia para establecer el límite teórico de la eficiencia de 
las máquinas térmicas. 
 
 
15.4 MAQUINA DE CARNOT. 
 
El ciclo de Carnot (Sadi Carnot, francés, 1796 – 1832), es de gran importancia 
desde el punto de vista práctico como teórico. Carnot demostró que una má-
quina térmica que operara en un ciclo ideal reversible entre dos fuentes de ca-
lor, sería la máquina más eficiente posible. Una máquina ideal de este tipo, 
llamada máquina de Carnot, establece un límite superior en la eficiencia de 
todas las máquinas. Esto significa que el trabajo neto realizado por una sus-
tancia de trabajo llevada a través de un ciclo de Carnot, es el máximo posible 
para una cantidad dada de calor suministrado a la sustancia de trabajo. El teo-
rema de Carnot se enuncia de la siguiente forma: 
 
“ninguna máquina térmica real que opera entre dos fuentes de calor, puede 
ser más eficiente que una máquina de Carnot, operando entre las dos mis-
mas fuentes”. 
 
Para describir el ciclo de Carnot, se debe suponer que la sustancia que trabaja 
entre las temperaturas TC y TF es un gas ideal contenido en un cilindro con un 
émbolo móvil en un extremo. Las paredes del cilindro y del émbolo no son 
conductores térmicos, por lo que no hay pérdida de calor al ambiente. El ciclo 
de Carnot es un proceso cíclico reversible que utiliza un gas ideal, que consta 
de dos procesos isotérmicos y de dos procesos adiabáticos, como se muestra 
en la figura 15.4, donde se indican los cuatro pasos del ciclo. 
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Figura 15.4 Diagrama esquemático del ciclo de Carnot. 
 
 
La representación gráfica del ciclo de Carnot en un diagrama PV se muestra 
en la figura 15.5, donde: 
 
1. El proceso A-B es una expansión isotérmica a la temperatura TC, donde el 

gas se pone en contacto térmico con una fuente de calor a esa TC. Durante 
el proceso, el gas absorbe calor QC de la fuente desde la base del cilindro y 
realiza trabajo WAB al subir el émbolo. 

 
2. En el proceso B-C, la base del cilindro se reemplaza por una pared térmi-

camente no conductora y el gas se expande adiabáticamente. Durante el 
proceso la temperatura baja de TC a TF y el gas realiza trabajo WBC al elevar 
el émbolo. 
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3. En el proceso C-D el gas se coloca en contacto térmico con una fuente de 
calor a temperatura TF y se comprime isotérmicamente a una temperatura 
TF. Durante el proceso, el gas libera calor QF a la fuente y el trabajo reali-
zado sobre el gas por un agente externo es WCD. 

 
4. En el proceso final D-A, la base del cilindro se reemplaza por una pared 

térmicamente no conductora y el gas se comprime adiabáticamente. La 
temperatura del gas aumenta de TF a TC y el trabajo realizado sobre el gas 
por un agente externo es WDA. 

 
 

 
Figura 15.5 Diagrama PV del ciclo de Carnot. 

 
 
Ejemplo 15.2. Calcular la eficiencia de una máquina térmica que opera usando 
un gas ideal en un ciclo de Carnot. 
 
Solución: Durante la expansión isotérmica A-B en la figura 15.5, como la tem-
peratura no cambia, la energía interna permanece constante. Por la primera 
ley, en este proceso el trabajo WAB realizado por el gas es igual al calor absor-
bido QCal (en este ejemplo QCal y TCal representan el calor y la temperatura de 
la fuente cálida). Calculando el trabajo, se obtiene: 
 

Cal

A

B
CalAB Q

V

V
nRTW == ln  

 

 437



Cap. 15. Segunda ley de la termodinámica 

De la misma forma, el calor QF liberado a la fuente fría durante el proceso de 
compresión isotérmica C-D es igual al valor absoluto del trabajo WCD: 
 

F

D

C
FCD Q

V

V
nRTW == ln  

 
Dividiendo estas dos expresiones, se obtiene: 
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Para cualquier proceso adiabático cuasiestático reversible, la temperatura y el 
volumen se relacionan por la ecuación constante1 =−γTV . 
 
Aplicando este resultado a los procesos adiabáticos B-C y D-A, se obtiene: 
 

11

11

−−

−−

=

=

γγ

γγ

DFACal

CFBCal

VTVT

VTVT

 

 
Dividiendo estas ecuaciones, se obtiene: 
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Este resultado se reemplaza en la ecuación de QF/QCal, al hacerlo se simplifi-
can los términos logarítmicos, resultado: 
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Ahora se puede calcular la eficiencia de la máquina térmica de Carnot: 
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15.4.1 Eficiencia de una máquina de Carnot. 
 
El trabajo neto realizado en el proceso cíclico reversible de Carnot es igual al 
área encerrada por la trayectoria ABCDA en el diagrama PV de la figura 15.5. 
Este trabajo neto es igual al calor neto transferido al sistema, QC – QF, ya que 
el cambio de energía interna es cero. Además la eficiencia térmica de una má-
quina está dada por la ecuación 15.2: 
 

C
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C Q

Q

Q
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e −== 1  

 
En el ejemplo 15.2 se demostró que para un ciclo de Carnot, la razón de los 
calores QF/QC es:   
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Por lo tanto, la eficiencia térmica eC de una máquina de Carnot, está dada por 
la expresión: 
 
 

C

F
C

T

T
e −=1      (15.4) 

 
 
De acuerdo con este resultado, todas las máquinas de Carnot que operen en-
tre las dos mismas temperaturas de manera reversible tienen la misma efi-
ciencia. A partir del ciclo de Carnot, se tiene que la eficiencia de cualquier 
máquina reversible que opere en un ciclo entre dos temperaturas, es mayor 
que la eficiencia de cualquier máquina irreversible (real) que opere entre 
las dos mismas temperaturas. 
 
De acuerdo a este resultado, la eficiencia es cero si  TC = TF. La eficiencia 
aumenta a medida que TF disminuye y aumenta TC. La eficiencia sólo puede 
ser igual a 100% si TF = 0. No es posible tener una fuente fría con esa tempe-
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ratura, por lo que la eficiencia es siempre menor que la unidad. En la mayoría 
de los casos prácticos, la fuente fría se encuentra a temperatura ambiente. Por 
lo tanto, se intenta aumentar la eficiencia elevando la temperatura de la fuente 
cálida. Todas las máquinas reales son menos eficientes que una máquina de 
Carnot, ya que siempre están presentes dificultades prácticas como la fricción 
y las pérdidas de calor por conducción. 
 
 
Ejemplo 15.3. Una máquina de vapor tiene una caldera que opera a 500 K. El 
calor transforma el agua en vapor, el cual mueve un pistón. La temperatura de 
escape es la del aire exterior, de unos 300 K. Calcular la eficiencia térmica de 
esta máquina de vapor. 
 
Solución: la eficiencia térmica máxima de una máquina que opere entre esas 
dos temperaturas, es la de Carnot: 
 

4.0
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300
11 =−=−=
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e  ó 40% 

 
 
Ejemplo 15.4. La máxima eficiencia teórica de un motor de gasolina basada en 
un ciclo de Carnot, es de 30%. Si el motor libera sus gases a la atmósfera, a 
300 K, calcular la temperatura del cilindro inmediatamente después de la 
combustión. Si la máquina absorbe 850 J de calor de la fuente de calor en cada 
ciclo, calcular el trabajo que puede realizar en cada ciclo. 
 
Solución: usando la eficiencia de Carnot para encontrar TC: 
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Para calcular el trabajo se puede usar la ecuación: 
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15.5 ESCALA DE TEMPERATURA ABSOLUTA. 
 
El ciclo de Carnot proporciona una forma de definir una escala de temperatu-
ras que sea independiente de las propiedades del material. La ecuación 15.3 
dice que la razón de los calores depende sólo de la temperatura de las dos 
fuentes. La razón de las dos temperaturas, TF/TC, se puede obtener operando 
una máquina térmica reversible en un ciclo de Carnot entre esas dos tempera-
turas y midiendo los calores QC y QF. Es posible determinar la escala de tem-
peratura con referencia a la temperatura de algún punto fijo. La escala de tem-
peratura absoluta o Kelvin, se define escogiendo 273.16 K como la temperatu-
ra absoluta del punto triple del agua. 
 
La temperatura de cualquier sustancia, se puede obtener de la siguiente mane-
ra: 1) se hace que la sustancia recorra un ciclo de Carnot, 2) se mide el calor Q 
absorbido o liberado por el sistema a cierta temperatura T, 3) se mide el calor 
Q3 absorbido o liberado por el sistema cuando se encuentra a la temperatura 
del punto triple del agua. De la ecuación 15.3 y con este procedimiento, se en-
cuentra que la temperatura desconocida está dada por: 
 
 

3

16.273
Q

Q
KT =     (15.5) 

 
 
La escala de temperatura absoluta es idéntica a la escala de temperatura de un 
gas ideal y es independiente de las propiedades del material de trabajo. Por lo 
tanto puede aplicarse a temperaturas muy bajas. Con esta escala, se define el 
cero absoluto como la temperatura de una fuente en la cual una máquina de 
Carnot no liberará calor alguno. 
 
 
15.6 BOMBAS DE CALOR Y REFRIGERADORES. 
 
Una bomba de calor es un dispositivo mecánico usado en la calefacción y re-
frigeración de casas y edificios. En el modo de calentamiento, un fluido en 
circulación absorbe calor del exterior y lo libera en el interior de la estructura. 
Por lo general, el fluido en circulación se encuentra en la forma de vapor a ba-
ja presión en el embobinado de la unidad exterior de la estructura, donde ab-
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sorbe calor, ya sea del aire o del suelo. El gas se comprime y entra hacia la 
estructura como vapor caliente a alta presión. En la unidad interior, el gas se 
condensa en líquido y libera su energía interna almacenada. Cuando la bomba 
de calor se usa como aire acondicionado, el ciclo anterior se opera en forma 
inversa. 
 
La figura 15.3 representa también un diagrama esquemático de una bomba de 
calor, funcionando en su modo de calefacción. La temperatura externa es TF, 
temperatura interna es TC y el calor absorbido por el aire en circulación es QF. 
El compresor realiza trabajo W sobre el fluido y el calor transferido de la 
bomba de calor (donde dice máquina térmica en la figura 15.3) hacia el inter-
ior de la construcción es QC. 
 
La eficiencia de una bomba de calor se describe en términos de un número 
llamado coeficiente de rendimiento, CR, que se define como la razón del calor 
transferido hacia la fuente de calor y el trabajo realizado para transferir ese 
calor, en la forma: 
 
 

W

Q

alizadotrabajo re

otransferidcalor
CR C==

 
   (15.6) 

 
 
Normalmente el CR de una bomba de calor es del orden de 4, es decir, el calor 
transferido hacia la casa es aproximadamente cuatro veces mayor que el traba-
jo que hace el motor en la bomba de calor. Pero a medida que disminuye la 
temperatura exterior, se le hace más difícil a la bomba extraer suficiente calor 
del aire y el CR disminuye hasta valores menores que uno, y es más pequeño 
mientras menor es la temperatura exterior. 
 
Un refrigerador trabaja en forma parecida a una bomba de calor, donde éste 
enfría su interior bombeando el calor de los compartimentos para los produc-
tos hacia el aire exterior más caliente (figura 15.3). Es un dispositivo cuya fi-
nalidad es extraer calor de una fuente fría y cederlo a una fuente caliente. Esto 
se consigue si se hace trabajo para hacer circular la sustancia refrigerante. En 
un sistema de refrigeración típico, el motor del compresor (ubicado en su parte 
inferior) introduce la sustancia refrigerante, en estado gaseoso a alta presión, a 
través de tubos externos ubicados en la zona posterior (condensador). El gas 
cede una cantidad de calor QC al ambiente, que es la fuente de alta temperatura 
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y se enfría hasta licuarse. Al llegar a la parte superior, el fluido caliente aún y 
a alta presión pasa a los tubos de baja presión, a través de una válvula. Estos 
tubos están en el interior. Ahí el líquido se evapora, absorbiendo del interior, 
la fuente fría, una cantidad de calor QF. Luego el fluido regresa al compresor y 
el ciclo se reinicia. Se extrae calor para enfriar los alimentos y compensar el 
calor absorbido por las paredes o la entrada de aire ambiental cada vez que se 
abre la puerta. Para especificar la calidad del refrigerador se define el coefi-
ciente de rendimiento, CR, como la razón entre el calor absorbido desde la 
fuente fría y el trabajo hecho por la máquina térmica, en la forma: 
 
 

W

Q

alizadotrabajo re

absorbidocalor
CR F==

 
   (15.7) 

 
 
Un refrigerador eficiente es aquel que remueve la mayor cantidad de calor de 
la fuente fría con la menor cantidad de trabajo. Por lo tanto, un buen refrigera-
dor debe tener un coeficiente de rendimiento alto, normalmente de 5 o 6. Un 
refrigerador imposible tendría un coeficiente de rendimiento infinito. 
 
 
15.7 ENTROPIA. 
 
El concepto de temperatura está comprendido en la ley cero de la termodiná-
mica y el de energía interna en la primera ley. Tanto la temperatura como la 
energía interna son funciones de estado. Es decir se pueden utilizar para des-
cribir el estado de un sistema. Otra función de estado, relacionada con la se-
gunda ley de la termodinámica, es la función entropía. 
 
Para un proceso reversible cuasiestático entre dos estados de equilibrio, si dQ 
es el calor absorbido o liberado por el sistema durante algún intervalo pequeño 
de la trayectoria, el cambio de entropía, dS, entre dos estados de equilibrio 
está dado por el calor transferido, dQ, dividido entre la temperatura absolu-
ta T del sistema, en ese intervalo. Es decir: 
 
 

T

dQ
dS =      (15.8) 
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La unidad de medida de la entropía en el SI es J/K. Cuando el sistema absorbe 
calor, dQ es positivo y la entropía aumenta. Cuando el sistema libera calor, dQ 
es negativo y la entropía disminuye. La ecuación 15.8 no define la entropía, 
sino el cambio de entropía. 
 
Al mirar las bellezas de la naturaleza, es fácil reconocer que los eventos de los 
procesos naturales tienen entre sí un gran factor común. Por ejemplo, el espa-
cio entre los árboles en un bosque es al azar. Si se encuentra un bosque donde 
todos lo árboles están igualmente espaciados, es muy probable que se conclu-
ya que el bosque fue plantado por la mano del hombre. De manera similar, las 
hojas caen al suelo en forma aleatoria. Es muy poco probable encontrar hojas 
que hayan caído en líneas perfectamente derechas o en montones perfectos. Se 
pueden expresar estos resultados diciendo que un arreglo desordenado es más 
probable que uno ordenado, si se dejan actuar las leyes de la naturaleza sin 
interferencia. 
 
En mecánica estadística, el comportamiento de una sustancia se describe en 
términos del comportamiento estadístico de los átomos y moléculas de una 
sustancia. Uno de los principales resultados de este tratamiento es que: 
 
“ los sistema aislados tienden al desorden y la entropía es una medida de ese 
desorden” 
 
 Por ejemplo, si todas las moléculas de gas en el aire de una habitación se mo-
vieran juntas en filas, este seria un estado muy ordenado, pero el más impro-
bable. Si se pudieran ver las moléculas, se observaría que se mueven azarosa-
mente en todas las direcciones, encontrándose unas con otras, cambiando sus 
velocidades después de chocar, moviéndose unas más rápidas que otras. Este 
es un estado muy desordenado y el más probable. 
 
Todos los estados físicos tienden al estado más probable y ese siempre es el 
que tiende a aumentar el desorden. Debido a que la entropía es una medida del 
desorden, una forma alternativa de expresar esto, y otra forma de establecer la 
segunda ley de la termodinámica es: 
 
“la entropía del Universo crece en todos los proceso naturales”. 
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Para calcular el cambio de entropía en un proceso finito, se debe reconocer 
que en el caso general T no es constante. Si dQ es el calor transferido cuando 
el sistema se encuentra a una temperatura T, entonces el cambio de entropía en 
un proceso reversible cualquiera entre un estado inicial y un estado final es: 
 
 

∫∫ ==Δ
f

i

f

i T

dQ
dSS

  
    (15.9) 

 
 
El cambio de entropía de un sistema para ir de un estado inicial a otro final 
tiene el mismo valor para todas las trayectorias que conectan a los estados. Es 
decir: 
 
“el cambio en la entropía de un sistema sólo depende de las propiedades de 
los estados de equilibrio inicial y final”. 
 
En el caso de un proceso reversible y adiabático, no se transfiere calor entre el 
sistema y sus alrededores, y por lo tanto, en este caso ∆S = 0. Como no hay 
cambio en la entropía, un proceso adiabático también se conoce como un pro-
ceso isentrópico (de igual entropía). 
 
En un ciclo de Carnot, la máquina absorbe calor QC de la fuente a alta tempe-
ratura TC y libera calor QF la fuente de baja temperatura TF. Entonces, el cam-
bio total de la entropía en un ciclo es: 
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El signo negativo en el segundo término representa el hecho de que el calor QF 
es liberado por el sistema. Como en el ejemplo 15.2 se demostró que para un 
ciclo de Carnot se cumple la relación: 
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F

C

F

T

T

Q

Q
=  

 
combinando estas dos últimas ecuaciones, se encuentra que el cambio total de 
entropía para una máquina que opera en un ciclo de Carnot es cero, es decir: 
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∆S = 0 

 
En general, como la entropía es una función de estado, y sólo depende de las 
propiedades de cierto estado de equilibrio, se concluye que para cualquier ci-
clo reversible, ∆S = 0. Otra propiedad importante de la entropía es: 
 
“la entropía del Universo permanece constante en los procesos reversibles”. 
 
 
15.7.1 Entropía en un proceso reversible de un gas ideal. 
 
Como caso especial, se describirá como calcular el cambio de entropía de un 
gas ideal en un proceso reversible cuasiestático en el cual se absorbe calor de 
una fuente. En este proceso, se lleva un gas desde un estado inicial Ti, Vi hasta 
un estado final Tf, Vf. De acuerdo con la primera ley: 
 

pdVdUdWdUdQ +=+=  
 
Como para un gas ideal, dU = nCVdT y p = nRT/V, se puede expresar el calor 
transferido como: 
 

V

dV
nRTdTnCdQ V +=  

 
Ahora, dividiendo cada término entre T, se puede escribir: 
 

V

dV
nR

T

dT
nC

T

dQ
V +=  

 
Suponiendo que CV es constante, se puede integrar la ecuación anterior desde 
estado inicial Ti, Vi hasta el estado final Tf, Vf, se obtiene: 
 
 

i

f

i

f

V

f
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V
nR

T

T
nC

T

dQ
S lnln

 
+==Δ ∫    (15.10) 
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Esta expresión muestra que ∆S depende sólo de los estados inicial y final y 
que es independiente de la trayectoria reversible. Además ∆S puede ser nega-
tivo o positivo dependiendo de cuando el gas absorbe o libera calor durante el 
proceso. Por último, para un proceso cíclico (donde Ti = Tf y Vi,= Vf) se tiene 
que ∆S = 0. 
 
 
Ejemplo 15.5 Una sustancia sólida con un calor latente de fusión Lf se funde a 
una temperatura Tm. Calcular el cambio de entropía cuando se funden m gra-
mos de la sustancia. Hacer el cálculo si se funden 0.3 kg de plomo a 327º C, 
de calor de fusión 24.5 kJ/kg. 
 
Solución: suponer que el proceso de fusión se produce lentamente en forma 
reversible. En este caso es posible considerar constante la temperatura Tm. 
Como el calor latente de fusión es Q = mLf, reemplazando en la ecuación 15.7, 
se obtiene: 
 

m

f

mm T

mL

T

Q
dQ

TT

dQ
S ====Δ ∫∫

1
 

 
Con los valores numéricos: 
 

K
J

K

kgJkg
S 25.12

600
/105.243.0 3

=
××

=Δ  

 
 
15.7.2 Entropía en la conducción de calor. 
 
Considerar la transferencia de calor Q, desde una fuente caliente a la tempera-
tura TC hacia una fuente fría que está a la temperatura TF. Como la fuente fría 
absorbe el calor Q, su entropía aumenta en Q/TF. Al mismo tiempo, la fuente 
caliente pierde el calor Q, y su entropía disminuye en Q/TC. El aumento en la 
entropía de la fuente fría es mayor que la disminución de la entropía en la 
fuente caliente, ya que TF es menor que TC. Por lo tanto, el cambio total en la 
entropía del sistema es mayor que cero y su valor es: 
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0>−=Δ
CF T

Q

T

Q
S     (15.11) 

 
 
Ejemplo 15.6 Una fuente fría está a 2º C y una fuente caliente a 127º C. De-
mostrar que es imposible que una pequeña cantidad de energía calórica, por 
ejemplo de 10 J, pueda ser transferida desde la fuente fría a la fuente caliente 
sin disminuir la entropía y en consecuencia violar la segunda ley de la termo-
dinámica. 
 
Solución: se supone que durante la transferencia de calor, las dos fuentes no 
cambian su temperatura. El cambio en la entropía de la fuente caliente es: 
 

KJ
K

J

T

Q
S

C

C /025.0
400

10
===Δ  

 
La fuente fría pierde calor y su cambio de entropía es: 
 

KJ
K

J

T

Q
S

F

F /036.0
275

10
−=

−
==Δ  

 
El cambio total de entropía es: 
 

∆S = ∆SC + ∆SF = 0.025 - 0.036 = - 0.011 J/K 

 
Esto es una contradicción al concepto de que la entropía del universo siempre 
aumenta en los procesos naturales. Es decir, la transferencia espontánea de 

calor de un objeto frío a un objeto caliente no puede ocurrir nunca jamás. 

 
 
15.7.3 Entropía en una expansión libre. 

 
Considerar un gas ideal en un envase aislado que ocupa inicialmente un volu-
men Vi a la temperatura inicial Ti, en un espacio separado por una división 
(membrana) de otra parte del mismo envase, donde hay otro espacio vacío, 
como se muestra en la figura 15.6. En forma repentina se rompe la membrana, 
de modo que el gas se expande irreversiblemente hacia la región vacía, hasta 
ocupar un volumen fina Vf. Se calculará el cambio de entropía del gas. 
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Es evidente que el proceso no es reversible ni cuasiestático. El trabajo realiza-
do por el gas contra el vacío es cero y como el envase está aislado, no hay 
transferencia de calor durante la expansión, es decir W = 0 y Q = 0. De la 
primera ley, se observa que el cambio en la energía interna es cero, por lo tan-
to Ui = Uf. Como el gas es ideal, U depende sólo de la temperatura, por lo que 
se puede concluir que Ti = Tf. 
 
 

 
Figura 15.6. Expansión libre de un gas dentro de un envase aislado. 

 
 
Como el proceso es irreversible, no se puede usar directamente la ecuación 
15.8 para calcular el cambio de entropía. Para hacer su cálculo, hay que ima-
ginar un proceso reversible entre los mismos estados inicial y final. Uno sim-
ple que se puede elegir, es una expansión isotérmica reversible en la cual el 
gas empuja lentamente a un émbolo. Ya que T es constante en ese proceso, de 
la ecuación 15.9 se obtiene: 
 

∫∫ ==Δ
f

i

f

i
dQ

TT

dQ
S

  

1
 

 
Pero la integral de dQ es simplemente el trabajo realizado por el gas durante la 
expansión isotérmica desde Vi hasta Vf, que está dado por la ecuación 13.8. 
Usando ese resultado, se encuentra que: 
 
 

i

f

V

V
nRS ln=Δ     (15.12) 
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Como Vf  > Vi, se concluye que ∆S es positivo y tanto la entropía como el des-
orden del gas aumentan por efecto de la expansión adiabática. Estos resultados 
también se pueden obtener de la ecuación 15.10, observando que Ti = Tf, por 
lo tanto lnTf /Ti  = ln 1 = 0. 
 
 
Ejemplo 15.7. Calcular el cambio de entropía de 2 moles de un gas ideal que 
realiza una expansión libre al triple de su volumen original. 
 
Solución: aplicando la ecuación 15.12, con n = 2 moles y Vf =3Vi, 
 

K
J

molK
JmolS

V

V
nRS

i

f

3.183ln31.82

ln

=××=Δ

=Δ

 

 
 
15.7.4 Entropía en la transferencia de calor irreversible. 

 
Una sustancia de masa m1, calor específico c1 y temperatura inicial T1 se pone 
en contacto térmico con una segunda sustancia de masa m2, calor específico c2 
y temperatura inicial T2, con T2 > T1. Las dos sustancias están contenidas en 
una caja aislante de tal manera que no se pierde calor hacia el ambiente. Se 
permite que el sistema alcance el equilibrio térmico y se quiere calcular el 
cambio de entropía del sistema. Por la conservación de la energía, la cantidad 
de calor Q1 que pierde una sustancia debe ser igual al calor Q2 que gana la otra 
sustancia, entonces: 
 

∫∫ +=Δ ff T

T

T

T T

dQ

T

dQ
S

 

 

2
 

 

1

21

 

 
donde Tf es la temperatura final de equilibrio del sistema, que se debe calcular. 
Esta Tf se calcula sabiendo que Q1 = -Q2 y como por definición Q = mc∆T pa-
ra cada sustancia, se obtiene: 
 

)()( 222111 TTcmTTcm ff −−=−  
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Despejando Tf se tiene: 
 

2211

222111

cmcm

TcmTcm
T f +

+
=  

 
Ahora, integrando la expresión de ∆S, se obtiene: 
 
 

2
22

1
11 lnln

T

T
cm

T

T
cmS

ff +=Δ    (15.13) 

 
 
En esta ecuación, uno de los términos es positivo y el otro negativo, pero el 
término positivo siempre es mayor que el término negativo, dando por resulta-
do un valor positivo de ∆S. Entonces la entropía siempre aumenta en los pro-
cesos irreversibles. 
 
La ecuación 15.13 es válida cuando las dos sustancias que se ponen en contac-
to térmico entre sí, no se mezclan. Si las sustancias son líquidos y se mezclan, 
el resultado sólo se aplica si los líquidos son idénticos, como en el siguiente 
ejemplo. 
 
 
Ejemplo 15.8. Un kilo de agua a 0º C se mezcla con una cantidad igual de 
agua a 100º C. Después de que se alcanza el equilibrio, la mezcla tiene una 
temperatura uniforme de 50º C. Calcular el cambio de entropía del sistema. 
 
Solución: el cambio de entropía se puede calcular con la ecuación 15.13, usan-
do los valores m1 = m2 = 1kg, c1 = c2 = 4186 J/(kgK), T1 = 273K, T2 = 373K, 

Tf =323K. 
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K
J

K
J

K
JS 102602704 =−=Δ  

 
El resultado de este proceso irreversible es que el aumento en la entropía del 
agua fría es mayor que la disminución de la entropía del agua caliente. 

--------- 
 
Los casos descritos muestran que el cambio en la entropía de un sistema siem-
pre es positivo para un proceso irreversible. En general, la entropía total y el 
desorden siempre aumentan en los procesos irreversibles. De estas considera-
ciones, se puede enunciar la segunda ley de la termodinámica como sigue: 
 
“la entropía total de un sistema aislado que efectúa un cambio no puede 
disminuir” 
 
Además, si el proceso es irreversible, la entropía total de un sistema aislado 
siempre aumenta. Por otra parte, en un proceso reversible, la entropía total de 
un sistema aislado permanece constante. Cuando se trabaja con cuerpos inter-
actuando que no están aislados, se debe recordar que el sistema se refiere a los 
cuerpos y sus alrededores. Cuando dos sustancias interactúan en un proceso 
irreversible, el aumento de la entropía de una parte del sistema es mayor que 
la disminución de la entropía de la otra parte. Por lo tanto, se puede concluir 
que: 
 
“el cambio en la entropía del Universo debe ser mayor que cero para un 
proceso irreversible e igual a cero para un proceso reversible” 
 
En el fin, la entropía del Universo deberá alcanzar un valor máximo. En este 
punto, el Universo se encontrará en un estado de temperatura y densidad uni-
forme. Todos los procesos físicos, químicos y biológicos terminarán, ya que 
un estado de desorden perfecto significa que no hay energía disponible para 
hacer trabajo. Este tenebroso estado de cosas se conoce como la “muerte del 
calor”  del Universo. 
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PROBLEMAS. 

 
15.1 Una máquina térmica absorbe 360 J de calor y realiza un trabajo de 25 

J en cada ciclo. Calcular: a) la eficiencia de la máquina, b) el calor li-
berado en cada ciclo. R: a) 6.94%, b) 335 J. 

 
15.2 Una máquina térmica realiza 200 J de trabajo en cada ciclo y tiene una 

eficiencia de 30%. Para cada ciclo de la operación calcular: a) el calor 
que absorbe, b) el calor que se libera. 

 
15.3 Una máquina térmica tiene una potencia de salida de 5 kW y una efi-

ciencia de 25%. Si la máquina libera 8000 J de calor en cada ciclo, 
calcular: a) el calor absorbido en cada ciclo, b) el tiempo que tarda en 
completar cada ciclo. 

 
15.4 Una máquina térmica trabaja con una eficiencia de 32% durante el ve-

rano, cuando el agua de mar usada para enfriamiento está a 20º C. La 
planta utiliza vapor a 350º C para accionar las turbinas. Suponiendo 
que la eficiencia de la planta cambia en la misma proporción que la 
eficiencia  ideal ¿Cuál es la eficiencia de la planta en invierno cuando 
el agua de mar se encuentra a 10º C? R: 33%. 

 
15.5 Una central eléctrica nuclear genera 1200 MW y tiene una eficiencia 

de 30 %. Si se utilizara un río cuyo caudal es 106 kg/s para liberar el 
exceso de energía térmica, ¿en cuánto variaría la temperatura prome-
dio del río? R: 0.95 K. 

 
15.6 El calor absorbido por una máquina es el triple del trabajo que realiza. 

a) ¿Cuál es su eficiencia térmica?, b) ¿que fracción del calor absorbido 
se libera a la fuente fría? R: a) 33.3%, b) 66.7%. 

 
15.7 Una máquina con una eficiencia de 20% se utiliza para acelerar un tren 

desde el reposo hasta 5 m/s. Se sabe que una máquina ideal (de Car-
not) con los mismos depósitos fríos y caliente aceleraría el mismo tren 
desde el reposo hasta una velocidad de 6.5 m/s empleando la misma 
cantidad de combustible. Si la máquina emplea aire a 300 K como un 
depósito frío, encuentre la temperatura del vapor que sirve como depó-
sito caliente. R: 175º C. 
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15.8 Una máquina absorbe 1600 J de una fuente caliente y libera 1000 J a la 

fuente fría en cada ciclo. Calcular: a) la eficiencia de la máquina, b) el 
trabajo que realiza en cada ciclo, c) la potencia de salida de la máquina 
si cada ciclo dura 0.3s. R: a) 37.5%, b) 600 J, c) 2 kW. 

 
15.9 Una máquina térmica opera entre dos fuentes a temperaturas de 20º C 

y de 300º C. Calcular la máxima eficiencia de esta máquina. 
 
15.10 La eficiencia de una máquina de Carnot es 30%. La máquina absorbe 

800 J de calor por ciclo de una fuente caliente a 500 K. Calcular: a) el 
calor liberado por ciclo, b) la temperatura de la fuente fría. R: a) 560 J, 
b) 350 K. 

 
15.11 Una máquina de Carnot tiene una potencia de salida de 150 kW. La 

máquina opera entre dos fuentes a temperaturas de 20º C y de 500º C. 
Calcular: a) la energía calórica que absorbe por hora, b) la energía ca-
lórica que pierde por hora. 

 
15.12 Se ha propuesto construir una central de energía que haga uso del gra-

diente vertical de temperatura del océano, que opere entre la tempera-
tura de la superficie, de 20º C, y otra a una profundidad de cerca de 1 
km, de 5º C. a) Calcular la eficiencia de esa central. b) Si la potencia 
de salida de la central es 75 MW, calcular la energía térmica que se ex-
trae del océano por hora. c) De acuerdo al resultado de a), ¿piensa que 
es posible esta central de energía? R: a) 5.1%, b) 5.3x1012 J. 

 
15.13 Una máquina térmica opera en un ciclo de Carnot entre 80º C y 350º 

C. Absorbe 20000 J de calor de la fuente caliente por cada ciclo de 1 s 
de duración. Calcular: a) la máxima potencia de salida de esta máqui-
na, b) el calor liberado en cada ciclo. 

 
15.14 Una de las máquinas más eficientes que se han construido opera entre 

430º C y 1870º C, con una eficiencia de 42%. Calcular: a) su eficiencia 
teórica máxima, b) su potencia de salida, si absorbe 1.4x105 J de calor 
cada segundo. R: a) 67.2%, b) 58.8 kW. 

 
15.15 Un gas ideal se lleva a través de un ciclo de Carnot. La expansión iso-

térmica se produce a 250º C y la compresión isotérmica se produce a 
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50º C. Si el gas absorbe 1200 J de calor durante la expansión isotérmi-
ca, calcular: a) el calor liberado en cada ciclo a la fuente fría, b) el tra-
bajo neto realizado por el gas en cada ciclo. R: a) 741 J, b) 459 J. 

 
15.16 El motor de un automóvil, opera con el ciclo mostrado en la figura 

15.7, llamado ciclo de Otto idealizado. En un cilindro del motor, justo 
después de la combustión (estado B), el gas está confinado a un volu-
men de 50 cm3 y su presión es de 3x106 Pa. En el proceso adiabático 
BC, el émbolo se mueve hacia fuera a un volumen final de 300 cm3  
mientras el gas se expande sin perder calor. En  el proceso CD el vo-
lumen permanece constante y la presión desciende, de modo que en D 
es la mitad que en C. El proceso DA también es adiabático. Si la mez-
cla aire - gasolina pulverizada se comporta como gas ideal de cv=5/2R 
y γ = 1.4, calcular a) las siguiente razones de presión: PB/PA, PC/PB, 
PD/PC y PA/PD, b) las siguiente razones de temperatura TB/TA, TC/TB, 
TD/TC y TA/TD, c) la eficiencia del ciclo. 

 

 
Figura 15.7. Problema 15.16 

 
15.17 Dos máquinas térmicas tienen eficiencias e1 y e2. Las dos operan de tal 

forma que el calor que libera la que tiene eficiencia e1 es el calor de 
entrada de la que tiene eficiencia e2. Demuestre que la eficiencia total 
está dada por e = e1 + e2 – e1e2. 

 
15.18 Cierto refrigerador que tiene un coeficiente de rendimiento igual a 5 y 

en cada ciclo absorbe 140 J de calor del depósito frío. Calcular: a) el 
trabajo hecho sobre la sustancia refrigerante en cada ciclo, b) el calor 
liberado hacia el depósito caliente (ambiente). 
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15.19 Calcular el coeficiente de rendimiento de un refrigerador que opera 
con una eficiencia de Carnot entre las temperaturas -3º C y 27º C. R: 9. 

 
15.20 Calcular el coeficiente de rendimiento de una bomba de calor que lleva 

calor del exterior a -3º C hacia el interior de una casa a 22º C. 
 
15.21 Calcular el trabajo que se requiere, usando un refrigerador ideal de 

Carnot, para remover 1 J de energía calórica de helio a 4 K y liberarla 
al medio ambiente de una habitación a 20º C. R: 72.2 J. 

 
15.22 Un refrigerador ideal es equivalente a una máquina de Carnot que ope-

ra a la inversa, donde el calor QF se absorbe de una fuente fría y el ca-
lor QC se libera a una fuente caliente. a) Demuestre que el trabajo que 

se debe realizar para que funcione el refrigerador es Q
T

TT
W

F

FC −= . 

b) Demuestre que el coeficiente de rendimiento del refrigerador ideal 

es 
FC

F

TT

T
CR

−
= . 

 
15.23 Calcular el cambio de entropía cuando un mol de plata (108 g) se fun-

de a 961º C. 
 
15.24 Calcular el cambio de entropía cuando: a) se funde 1.5 kg de hielo a 

1atm, b) se condensa 1.5 kg de vapor  a 1atm. 
 
15.25 Una congeladora hermética tiene una temperatura inicial de 25º C y 

una presión de 1 atm. El aire se enfría después hasta -18º C. Calcular el 
cambio de entropía si: a) el volumen se mantiene constante, b) la pre-
sión se mantuviera en 1 atm durante todo el enfriamiento. Analizar los 
resultados y comparar. 

 
15.26 Una herradura de hierro de 0.5 kg se saca de un horno a 1000º C y se 

sumerge en 4 kg de agua a 10º C. Calcular el cambio de entropía total 
si no se pierde calor al ambiente. R: 735.4 J/K. 

 
15.27 Un trozo de aluminio de 100 g a una temperatura de 125º C se coloca 

en ½ lt de agua a 25º C. Calcular el aumento de entropía del sistema 
cuando se alcanza el equilibrio. R: 28 J/K. 
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15.28 Una avalancha de nieve con una masa de 100 kg, desliza colina abajo 

una distancia vertical de 200 m. Calcular el cambio en la entropía si el 
aire de la montaña está a -3º C. R: 7260 J/K. 

 
15.29 Calcular la disminución en la entropía de 1 mol de helio, que se enfría 

a 1 atm desde una temperatura ambiente de 293 K hasta una tempera-
tura final de 4 K (cP del helio es 21 J/mol K). 

 
15.30 Calcular el cambio de entropía cuando 250 g de agua se calientan des-

de 20º C hasta 80º C. R: 195 J/K. 
 
15.31 Un envase contiene 500 g de hielo a 0º C. Calcular el cambio de entro-

pía del hielo al descongelarse completamente. 
 
15.32 Calcular el cambio de entropía cuando un mol de gas ideal monoató-

mico se calienta cuasiestáticamente a volumen constante, de 300 K a 
400 K. R: 3.6 J/K. 

 
15.33 Calcular el cambio de entropía cuando un kg de mercurio, que está al 

inicio a -100º C se calienta lentamente hasta 100º C. El calor de fusión 
del mercurio es 1.17x104 J/kg, su temperatura de fusión es -39º C y el 
calor específico es 138 J/kg ºC. 

 
15.34 Un mol de gas ideal monoatómico se lleva a través del siguiente ciclo: 

una expansión isotérmica AB desde el punto A(10lt, 5atm) hasta el 
punto B(50lt, 1atm), una compresión isobárica BC desde el punto 
B(50lt, 1atm) hasta el punto C(10lt, 1atm) y un aumento de presión 
isocoro CA desde el punto C(10lt, 1atm) hasta el punto A(10lt, 5atm). 
a) Dibujar el ciclo ABCA en el diagrama PV. Calcular: b) el trabajo 
neto realizado por el gas, c) el calor agregado al gas, d) el calor libera-
do por el gas, e) la eficiencia del ciclo, f) el cambio de entropía del ci-
clo. R: b) 4100 J, c) 14200 J, d) 10100 J, e) 28.8 %. 

 
15.35 Las superficies del Sol y de la Tierra están aproximadamente a 5700º 

C y 20º C, respectivamente. Calcular el cambio de entropía cuando se 
transfieren 1000 J de energía térmica desde el Sol a la Tierra. 
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15.36 Calcular los cambios de entropía del gas para cada etapa del ciclo de la 
figura 15.7 y para el ciclo completo. Analizar los resultados. 

 
15.37 Un auto de 1500 kg que se mueve a 20 m/s choca contra una pared de 

concreto. Si la temperatura del aire es 20º C, calcular el cambio de en-
tropía. R: 1020 J/K. 

 
15.38 Un recipiente térmicamente aislado de 2 litros está dividido en dos par-

tes iguales (figura 15.6). El lado izquierdo contiene 0.044 moles de 
hidrógeno y el derecho 0.044 moles oxigeno, ambos a temperatura 
ambiente y presión atmosférica. Calcular el cambio de entropía al eli-
minar la división y dejar que los gases se mezclen. R: 507 J/K. 

 
15.39 Un recipiente térmicamente aislado, de 4.2 litros está dividido en dos 

partes, una el doble que la otra, como muestra la figura 15.8. El lado 
izquierdo contiene hidrógeno y el derecho oxigeno, ambos a tempera-
tura a 0º C y presión atmosférica. Calcular el cambio de entropía al 
eliminar la división y dejar que los gases se mezclen. R: 43.7 J/K. 

 

 
Figura 15.8. Problema 15.39 

 
15.40 Si fluyen 3200 J de calor de una fuente de calor a 500 K a otra fuente 

de 300 K, a través de una varilla de metal conductora, calcular la va-
riación de la entropía de a) la fuente caliente, b) la fuente fría, c) la va-
rilla de metal, d) total. 

 
15.41 Un bloque de 2 kg que se mueve con una rapidez inicial de 5 m/s se 

desliza sobre una mesa rugosa, hasta detenerse por la fricción. Supo-
niendo que el aire y la mesa están a la temperatura de 20º C, calcular la 
variación de la entropía. R: 0.085 J/K. 
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15.42 Un bloque de hielo de 6 kg a 0º C se deja caer en un lago a 27º C. Jus-
tamente después de que se haya fundido todo el hielo y justamente an-
tes de que el agua del hielo se haya calentado, calcular la variación de 
la entropía de: a) el hielo, b) el lago, c) total. R: a) 7340 J/K, b) -6680 
J/K, c) 660 J/K. 

 
15.43 Una máquina térmica cíclica opera entre dos fuentes a temperaturas de 

300 K y de 500 K. En cada ciclo, la máquina absorbe 700 J de calor de 
la fuente caliente y realiza un trabajo de 160 J. Calcular la variación de 
entropía en cada ciclo para: a) cada fuente, b) la máquina, c) total. 

 
15.44 Si se mezclan 200 g de agua a 20º C con 300 g de agua a 75º C, calcu-

lar: a) la temperatura final de equilibrio de la mezcla, b) la variación de 
entropía del sistema. R: a) 53º C, b) 7.34 J/K. 

 
15.45 Un cubo de hielo de 18 gr a 0º C se calienta hasta que se convierte en 

vapor. Calcular: a) el aumento de entropía, b) la energía que se requie-
re para vaporizar el cubo de hielo. 

 
15.46 Una máquina opera en un ciclo entre las temperaturas 100º C y 180º C 

y emite 20000 J de calor por ciclo mientras realiza 1500 J de trabajo 
por ciclo. Compare la eficiencia de esta máquina con la de una máqui-
na reversible que opera entre las mismas temperaturas. R: 0.4 veces su 
valor. 
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APENDICES. 

 
A. ALGEBRA. 
 
Reglas para sumar, restar, multiplicar y dividir fracciones, donde a, b, c y d son cuatro 
números: 
 

bd

bcad

d

c

b

a ±
=±  

 

bd

ac

d

c

b

a
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

 

bc

ad

dc

ba
=  

 
Para multiplicar y dividir potencias, se aplican las siguientes reglas, donde n y m son 
números y x alguna variable: 
 

mn
m

n

mnmn

x
x

x

xxx

−

+

=

=
 

 
Una potencia fraccionaria corresponde a una raíz: 
 

nn xx =1  
 
Cualquier cantidad xn que es elevada a una potencia m, es: 
 

( ) nmmn xx =  
 
Algunas fórmulas útiles para factorizar una ecuación son: 
 

Cuadrado de un binomio: ( ) 222 2 bababa ++=+  
 

Diferencia de cuadrados: ( )( )bababa −+=− 22  
 
La forma general de una ecuación cuadrática es: 
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02 =++ cbxax  
 
donde x es la cantidad desconocida y a, b y c son factores numéricos conocidos como 
coeficientes de la ecuación; tiene dos soluciones dadas por: 
 

a

acbb
x

2

42 −±−
=  

 

Si acb 42 ≥ , las soluciones serán reales. 
 
Logaritmos. Si la variable x se expresa como potencia de una cantidad a, de la forma 
 

yax =  
 

el número a se llama base. El logaritmo de x con respecto a la base a es igual al exponente 
al cual se debe elevar la base, que se escribe como: 
 

xy alog=  

 
En la práctica, las dos bases mas usadas son la base 10, llamada logaritmo común, y la base 
e = 2.718..., llamada logaritmo natural. Para el logaritmo común y natural se utiliza 
respectivamente las notaciones: 
 

y

y

exxy

xxy

=⇔=

=⇔=

ln

10log

 

 
Algunas propiedades de los logaritmos son las siguientes: 
 

log(xy) = log x + log y 
 

log(x/y) = log x - log y 
 

log(xn) = n log x 
 

log 1 = ln 1 = 0 
 

ln e = 1 
 

ln ea = a 
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B. GEOMETRÍA 
 
La distancia d entre dos puntos cuyas coordenadas son ),( 11 yx  y ),( 22 yx es: 

 
2

12
2

12 )()( yyxxd −+−=  

 
Para calcular el ángulo en radianes, se sabe que la longitud del arco s (Fig. B.1) es 
proporcional al radio r, para el valor de θ medido en radianes. 

  

r

s
rs =⇒= θθ  

 
Figura B.1 

 
La ecuación de una línea recta (Fig. B.2) está dada por bmxy += , donde b es la 

intersección con y y m la pendiente de la recta. 
 

La ecuación de un círculo de radio R centrado en el origen es: 222 Ryx =+  

 

La ecuación de una elipse con el origen como su centro (Fig. B3) es: 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
, donde 

a es la longitud del semieje mayor y b es la longitud del semieje menor. 
 

  
Figura B.2    Figura B.3 
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La ecuación de la parábola cuyo vértice está en y = b (Fig. B.4) es: baxy += 2 . 

 
La ecuación de una hipérbola rectangular (Fig. B.5) es: xy = cte 
 

   
Figura B.4     Figura B.5 

 
 
Areas y volúmenes. 
 

Forma Area Volumen 
Rectángulo lados a y b ba ×   

Circunferencia de radio r 2rπ   

Triángulo base b, altura h bh
2

1
  

Caja rectangular lados a, b, c )(2 cabcab ++ cba ××  

Cilindro largo h, radio r )(2 2 rhr ππ +  hr 2π  

Esfera radio r 24 rπ  
3

3

4
rπ  
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C. TRIGONOMETRÍA. 
 
La parte de las matemáticas que se basa en las propiedades especiales de los triángulos 
rectángulos se llama trigonometría. Por definición, un triángulo recto es el que contiene un 
ángulo de 90°. Considérese el triángulo recto de la figura C.1, donde el lado a es opuesto al 
ángulo θ, el lado b es adjunto al ángulo θ  y el lado c es la hipotenusa del triángulo. Las tres 
funciones trigonométricas básicas definidas para tales triángulos son las funciones seno 
(sen), coseno (cos) y tangente (tan). En términos del ángulo θ, estas funciones se definen 
por: 

 

b

a

ș a adyacente lado

ș a opuesto lado
tanș

c

b

hipotenusa

ș a adyacente lado
cosș

c

a

hipotenusa

ș a opuesto lado
senș

=≡

=≡

=≡

 

 
Figura C.1 

 
 
El teorema de Pitágoras da la siguiente relación entre los lados de un triángulo rectángulo: 
 

222 bac +=  
 
De las definiciones anteriores y el teorema de Pitágoras, se sigue que: 
 

1cos22 =+ θθsen       
θ
θθ

cos
tan

sen
=  

 
Las funciones cotangente, secante y cosecante están definidas directamente de un triángulo 
recto mostrado en la figura C.1 como: 
 

θ
θ

tan

1
cot ≡  

θ
θ

cos

1
sec ≡  

θsen

1
csc ≡  

 
 
Algunas de las propiedades de las funciones trigonométricas son las siguientes: 
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)90tan(cot

)90(cos

)90cos(

θθ
θθ
θθ

−°=
−°=
−°=

sen

sen

, 

θθ
θθ

θθ

tan)tan(

cos)cos(

)(

−=−
=−

−=− sensen

 

 
 
Las siguientes relaciones se aplican a cualquier triángulo, como el de la figura C.2: 
 

°=++ 180γβa  

 
Figura C.2 

 
 

Ley de los cosenos 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+=

−+=

−+=

γ

β

α

cos2

cos2

cos2

222

222

222

abbac

accab

bccba

 

 

Ley de los senos 
γβα sen

c

sen

b

sen

a
=

⎩
⎨
⎧

=  
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La tabla C.1 lista algunas identidades trigonométricas útiles. 
 

0BTabla C.1 Algunas identidades trigonométricas. 
 

sen2θ = 2 senθ cosθ cos2θ = cos2θ - sen2θ 

θ
θθ
2tan1

tan2
2tan

−
=  

θ
θθ

cos1

cos1

2
tan

+
−

=  

( )θθ
cos1

2

1

2
2 −=sen  ( )θθ

cos1
2

1

2
cos2 +=  

sec2θ = 1 + tan2θ csc2θ = 1 + cot2θ 
AsenBBsenABAsen coscos)( ±=±  

senAsenBBABA μcoscos)cos( =±  

( ) ( )BABAsensenBsenA μ
2
1

2
1 cos2 ±=±  

( ) ( )BABABA −+=+
2
1

2
1 coscos2coscos  

( ) ( )ABsenBAsenBA −+=−
2
1

2
12coscos  
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D. DERIVADAS E INTEGRALES. 
 

Tabla D.1 Derivadas de algunas funciones. 
Nota: Las letras a y n son constantes. 

 

0)( =a
dx

d
 axaax

dx

d 2sec)(tan =  

1)( −= nn naxax
dx

d
 axaax

dx

d 2csc)(cot −=  

axax aee
dx

d
=)(  xxx

dx

d
sectan)(sec =  

axaax
dx

d
cos)(sin =  xxx
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d
csccot)(csc −=  
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d
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x

a
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dx

d
=)(ln  

22

1

xaa

x
arcsen

dx

d

−

±
=  

22

1
arccos

xaa

x

dx

d

−
=

μ
 

22
arctan

xa

a

a

x

dx

d

+
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22
cot

xa

a

a

x
arc

dx

d

+
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dx

du
v

dx

dv
u

dx

uvd
+=

)(
 

dx

dv

v

u

dx

du

vdx

vud
2

1)(
−=  

 
 

Tabla D.2 Algunas integrales indefinidas. 
Nota: Las letras a, b, c y n son constantes. 

Una constante arbitraria se debe sumar a cada una de estas integrales. 
 

∫ = xdx  ( ) 232222

3
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1
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∫ = axax e
a

dxe
1

 senax
a
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1
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E. DATOS COMUNES EN EL SISTEMA SOLAR Y TERRESTRE. 
 

Tabla E1. Datos del sistema solar. 
 

1BCuerpo Masa (kg) Radio prom. (m) Periodo (s) Distancia al Sol (m) 
2BMercurio 3.18 x 1023 2.43 x 106 7.60 x 106 5.79 x 1010 

3BVenus 4.88 x 1024 6.06 x 106 1.94 x 107 1.08 x 1011 

Tierra 5.98 x 1024 6.37 x 106 3.156 x 107 1.496 x 1011 

Marte 6.42 x 1023 3.37 x 106 5.94 x 107 2.28 x 1011 

Júpiter 1.90 x 1027 6.99 x 107 3.74 x 108 7.78 x 1011 

Saturno 5.68 x 1026 5.85 x 107 9.35 x 108 1.43 x 1012 

Urano 8.68 x 1025 2.33 x 107 2.64 x 109 2.87 x 1012 

Neptuno 1.03 x 1026 2.21 x 107 5.22 x 109 4.50 x 1012 

6BPlutón ≈1.4 x 1022 ≈1.5 x 106 7.82 x 109 5.91 x 1012 

Luna 7.36 x 1022 1.74 x 106   

Sol 1.99 x 1030  6.96 x 108   

 
 

Tabla E2. Valores de los datos físicos comúnmente utilizados. 
 

4BAceleración debida a la gravedad ≈9.80 m/s2 

5BRapidez de la luz ≈3 x 108 m/s 

Presión atmosférica estándar ≈1.013 x 105 Pa 

Densidad del aire (20°C y 1 atm) ≈1.25 kg/m3 

Densidad del agua (20°C y 1atm) 1 x 103 kg/m3 

Rapidez angular de la Tierra 7.27 x 10-5 rad/s 

Inclinación eje terrestre 23.5º 

Distancia promedio Tierra-Luna 3.84 x 108 m 

Distancia promedio Tierra-Sol 1.496 x 1011 m 

Radio promedio de la Tierra 6.37 x 106 m 

Masa de la Tierra 5.98 x 1024 kg 

Masa de la Luna 7.36 x 1022 kg 

Masa del Sol 1.99 x 1030 kg 
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F. FACTORES DE CONVERSIÓN DE UNIDADES DE MEDIDA. 
 
 

Tabla F1. Longitud. 
 

 m Cm km pulg pie mi 
1 metro 1 102 10-3 39.37 3.281 6.214x10-4 

1 centímetro 10-2 1 10-5 0.3937 3.281x10-2 6.214x10-6 

1 kilómetro 103 105 1 3.937x104 3.281x103 0.6214 

1 pulgada 2.54x10-2 2.54 2.54x10-5 1 8.333x10-2 1.578x10-5

1 pie 0.3048 30.48 3.048x10-4 12 1 1.894x10-4

1 milla 1609 1.609x105 1.609 6.336x104 5280 1 
 
 

Tabla F2. Masa. 
 

 Kg g slug u 
1 kilogramo 1 103 6.852 x 10-2 6.024 x 1026 

1 gramo 10-3 1 6.852 x 10-5 6.024 x 1023

1 slug (lb/g) 14.59 1.459 x 104 1 8.789 x 1027

1 unidad de masa atómica 1.66 x 10-27 1.66 x 10-24 1.137 x 10-28 1 
 
 

Tabla F3. Tiempo. 
 

 s Min h Día año 
1 segundo 1 1.667 x 10-2 2.778 x 10-4 1.157 x 10-5 3.169 x 10-8 

1 minuto 60 1 1.667 x 10-2 6.994 x 10-4 1.901 x 10-6 

1 hora 3600 60 1 4.167 x 10-2 1.141 x 10-4 

1 día 8.64 x 104 1440 24 1 2.738 x 10-3 
1 año 3.156 x 107 5.259 x 105 8.766 x 103 365.2 1 
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Tabla F4. Fuerza. 

 
 N dina lb 
1 Newton 1 105 0.2248 
1 dina 10-5 1 2.248 x 10-6 

1 libra 4.448 4.448 x 105 1 

 
 

Tabla F5. Trabajo, energía y calor 
 

 J erg pie ⋅ Ib eV cal 7BBtu kWh  

1 joule 1 107 0.7376 6.242x1018 0.2389 9.481x10-4 2.778x10-7 

1 erg 10-7 1 7.376x10-8 6.242x1011 2.389x10-8 9.481x10-11 2.778x10-14 

1 pie ⋅ Ib 1.356 1.356x107 1 8.464x1018 0.3239 1.285x10-3 3.766x10-7 
1 eV 1.6x10-19 1.602x10-12 1.182x10-19 1 3.827x10-20 1.519x10-22 4.450x10-26 

1 cal 4.186 4.186x107 3.087 2.613x1019 1 3.968x10-3 1.163x10-6 

1 Btu 1.06x103 1.055x1010 7.779x102 6.585x1021 2.520x102 1 2.930x10-4 

1 kWh 3.6 x 106 3.6 x 1013 2.655x106 2.247x1025 8.601x105 3413x102 1 
 
 

Tabla F6. Presión. 
 

 Pa dina/cm2 Atm  cm Hg Ib/pulg2 Ib/pie2 

1 pascal 1 10 9.869 x 10-6 7.501 x 10-4 1.45 x 10-4 2.089 x 10-2 

1 dina/centímetro2 10-1 1 9.869 x 10-7 7.501 x 10-5 1.45 x 10-5 2.089 x 10-3 

1 atmósfera 1.013 x 105
 1.013 x 106 1 76 14.7 2.116 x 103 

1 cm de mercurio* 1.333 x 103 1.333 x 104 1.316 x 10-2 1 0.1943 27.85 
1 libra/pulgada2 6.895 x 103 6.895 x 104 6.805 x 10-2 5.171 1 144 
1 libra/pie2 47.88 4.788 x 102 4.725 x 10-4 3.591 x 10-2 6.944 x 10-3 1 

* A 0°C y en un lugar donde la aceleración debida a la gravedad sea su valor estándar, 9.80665 m/s2. 
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8BG. LETRAS GRIEGAS. 
 

Tabla G1. Alfabeto Griego - Αλφαβετο Γριεγο. 
 

Alfa α  Α  Nu ν  Ν 
Beta β  Β  Omicron ο  Ο 
Gamma γ  Γ  Pi π  Π 
Delta δ  Δ  Theta θ  ϑ  Θ 
Epsilon ε   Ε  Rho ρ  Ρ 
Phi (Fi) φ ϕ  Φ  Sigma σ  Σ 
Eta η  Η  Tau τ  Τ 
Iota ι  Ι  Upsilon υ  Υ 
Chi (Ji) χ  Χ  Omega ϖ  ω  Ω 
Kappa κ  Κ  Xi ξ  Ξ 
Lambda λ  Λ  Psi ψ  Ψ 
Mu μ  Μ  Zeta ζ  Ζ 

 
 






